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Luku 1
Johdanto
Kuvataiteella ja matematiikalla on pitkä yhteinen historia. Tämä näkyy mm. siinä, että
matematiikan ongelmia ja teorioita on kautta aikojen pyritty havainnollistamaan kuvien
avulla ja vastaavasti matematiikkaa on opittu käyttämään kuvien luomisen apuvälinee-
nä ja inspiraationa. Tässä tutkielmassa tarkoitukseni on tarkastella tätä kuvataiteen ja
matematiikan välistä yhteyttä pääasiassa matematiikan näkökulmasta kuitenkaan kuva-
taidetta unohtamatta. Tutkielmani ei ole millään tavoin tyhjentävä, vaan valitsin siihen
mukaan vain murto-osan kaikista tarjolla olleista aiheista ja näkökulmista.
Keskityn tässä tutkielmassa kolmeen, keskenään varsin erilaiseen aiheeseen. Luvus-
sa 2 puhun perspektiivin matematiikasta Simo Kivelän [1] opastamana. Luku painottuu
keskusprojektiokuvauksen yleisiin ominaisuuksiin, mutta kerron myös, mihin yksittäisen
pisteen perspektiivikuvan laskeminen perustuu.
Luvussa 3 käsittelen kultaista leikkausta ja Fibonaccin lukuja Richard Dunlapin [2]
ja Alexey Stakhovin [3] teoksiin nojaten. Tarkasteluni keskittyy kultaisen leikkauksen ja
Fibonaccin lukujen väliseen yhteyteen ja niihin liittyviin geometrisiin konstruktioihin. Esi-
tän myös lyhyesti, miten kultainen leikkaus on vaikuttanut taiteeseen. Aihe on sinänsä
hankala, että vaikka kultaisella leikkauksella ja Fibonaccin luvuilla on runsaasti kiinnosta-
via matemaattisia ominaisuuksia, liittyy molempiin myös useita epätieteellisiä uskomuk-
sia. Yritän kuitenkin pitää nämä uskomukset tämän tutkielman ulkopuolella ja ohjeistan
myös lukijaa lähdekritiikkiin etenkin kultaista leikkausta koskevan kirjallisuuden osalta.
Luvussa 4 kerron lyhyesti hyperbolisen geometrian ja euklidisen geometrian välisistä
eroavaisuuksista ja siitä, miten hyperbolista geometriaa voidaan havainnollistaa esimer-
kiksi Poincarén kiekkomallin avulla. Tarkasteluni perustuu pääasiassa Petteri Harjulehdon
keväällä 2011 luennoimaan Geometrian kurssiin, mutta käsittelen aihetta myös hollanti-
laisen graakon M. C. Escherin taiteen avulla [9].
Lopuksi luvussa 5 puhun jonkin verran kuvataiteen mahdollisuuksista matematiikan
opetusta ajatellen ja esittelen perusopetusta varten suunnittelemani, matematiikkaa ja
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kuvataidetta yhdistelevän opintokokonaisuuden. Rakensin opintokokonaisuuden valinnai-
sen kurssin muotoon, mutta sen osia voidaan soveltaa myös varsinaisen matematiikan
opetuksen lomassa. Opetuskokonaisuuteni keskittyy kultaisen leikkauksen ja Fibonaccin
lukujen ympärille niiden helpon sovellettavuuden takia, mutta vastaavanlaisia kokonai-
suuksia voi suhteellisen helposti suunnitella myös muiden matematiikan aiheiden ympä-
rille. Tehtäviä voidaan yleensä myös helposti muokata eri tasoisille oppilaille sopiviksi.
Tutkielmani pitäisi olla suhteellisen helppolukuinen eikä varsinaisia esitietovaatimuksia
ole. Jotain hyötyä voi kuitenkin olla lukiomatematiikkaa syvemmistä vektorilaskennan ja
geometrian opinnoista.
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Luku 2
Perspektiivin matematiikkaa
Perspektiivi on taiteilijalle tärkeä työkalu. Vaikuttavien tilavaikutelmien luomisen lisäksi
sen avulla voidaan kiinnittää katselijan huomio haluttuihin kohtiin teoksessa. Merkityk-
sellisempi sisältö voidaan esimerkiksi tuoda perspektiivin avulla kuvan etualalle ikään
kuin lähemmäs katselijaa, jolloin tärkeistä kohteista voidaan tehdä isompia ja huomiota-
herättävämpiä. Vastaavasti vähempiarvoinen sisältö voidaan jättää pienemmässä koossa
kuvattuna teoksen taka-alalle. Taiteilija ei ole kuitenkaan sidottu juuri edellä kuvattuun
malliin, vaan perspektiivi on taiteen työkaluna moniulotteinen ja vapaasti sovellettava
tehokeino, joka sopii niin tiukkaan realismiin kuin abstraktiin taiteeseenkin.
Taitelijat voivat myös hyötyä perspektiivin matemaattisten periaatteiden tarkemmas-
ta tuntemisesta. Siitä on apua esimerkiksi silloin, kun halutaan luoda tarkan realistinen
kuva moniulotteisesta kohteesta tai erikoisesta katselukulmasta. Esimerkiksi sammakko-
tai lintuperspektiiviä käytettäessä auttavat perspektiivin geometriset periaatteet hahmot-
tamaan, millä tavoin kohde tulisi kuvata, jotta se näyttäytyisi katselijalle halutulla tavalla
ja olisi yhdenmukainen valitun katselukulman kanssa.
Perspektiivi on kuitenkin paljon muutakin kuin taiteellinen tehokeino. Kuvataiteessa
jo hyvin pinnallinen ymmärrys perspektiivin periaatteista antaa taiteilijalle oivan työ-
kalun kaikenlaisten tilavaikutelmien luomiseen. Arkkitehtuurissa ja erilaisten rakenteiden
mallintamisessa perspektiivin käsitteeseen on mentävä syvemmälle. Vaikka nykyään tieto-
tekniikka mahdollistaa mittasuhteiltaan tarkkojen ja luonnollisen näköisten mallikuvien
luomisen ilman perspektiivin geometristen periaatteiden tarkempaa tuntemista, voi näi-
den periaatteiden tuntemisesta silti olla hyötyä. Pelkkä tarkka mallikuva on harvoin it-
sessään päämäärä, vaan mallikuvan avulla voidaan tehdä päätelmiä esimerkiksi todellisen
kohteen mittasuhteista ja muista ominaisuuksista. Tätä varten kuvaa on osattava tulkita
ja tällöin on yleensä tarpeen, että sanottu tulkitsija on ainakin jollakin tasolla tietoinen
perspektiivikuvaa koskevista matemaattisista säännöistä.
Tässä luvussa tarkoitukseni on tarkastella tätä perspektiivin piirtämissääntöjen takana
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piilevää matematiikkaa. Aloitan aiheen käsittelyn kertomalla ensin lyhyesti keskusprojek-
tiokuvauksesta ja siitä, miten se liittyy perspektiivin käsitteeseen. Tämän jälkeen näytän,
miltä erilaisten suorien perspektiivikuvat näyttävät ja selitän, miksi suora ei aina kuvaudu
suoraksi keskusprojektiokuvauksessa. Lopuksi syvennyn perspektiivin laskennallisiin pe-
rusteisiin ja kerron, millä tavoin yksittäisen pisteen perspektiivikuva voidaan määrittää.
Tekstini perustuu sisältönsä ja rakenteensa puolesta Simo Kivelän kirjaan Perspektiivi-
kuvan geometriset perusteet [1], josta erityisesti kaikki tässä luvussa esitetyt kaavat ovat
peräisin. Otin kirjasta myös mallia tämän luvun kuvitukseen. Itse piirtämisestä enem-
män kiinnostuneita suosittelen tutustumaan Kivelän kirjan lukuun 3, jonka painopiste on
matematiikan sijaan juuri perspektiivikuvien piirtämisessä.
2.1 Keskusprojektiokuvaus
Kun kolmiulotteisen avaruuden kohteesta halutaan muodostaa perspektiivikuva kaksiu-
lotteiselle kuvapinnalle, käytetään projektiokuvausta, jota kutsutaan keskusprojektioksi.
Keskusprojektio p on kuvaus p : E3 ! ; missä  on kolmiulotteiseen euklidiseen avaruu-
teen E3 asetettu kuvataso, jolle perspektiivikuva muodostetaan. Tätä varten kuvatason
ulkopuolelta valitaan kiinteä piste K; ts. K =2 ; jota kutsutaan projektiokeskukseksi.
Nyt tämän projektiokeskuksen K ja avaruuden E3 jonkin pisteen P kautta voidaan aset-
taa suora KP . Tällöin pisteen P projektio- eli kuvapiste on se piste P c; jossa suora KP
leikkaa kuvatason  (kuva 2.1). Siis
p(P ) = P c = KP \ :
Kuva 2.1: Pisteen P kuvapiste P c keskusprojektiokuvauksessa.
Suora KP ei kuitenkaan aina leikkaa tasoa . Nimittäin, jos piste P kuuluu projek-
tiokeskuksen K kautta kulkevaan, kuvatason  suuntaiseen tasoon, niin myös suora KP
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on kuvatason  suuntainen ja tällöin projektiopistettä P c ei ole olemassa. Kyseistä ta-
soa kutsutaan katoamistasoksi ja sitä merkitään kreikkalaisella kirjaimella ! (kuva 2.2).
Siis kuvattava piste P ei saa sijaita katoamistasossa !, ja siten keskusprojektiokuvaus p
onkin itse asiassa kuvaus p : E3 n ! ! : On hyvä huomata, että keskusprojektiokuvaus
ei aseta rajoitteita sen suhteen, kummalla puolella katoamistasoa projisoitavat pisteet si-
jaitsevat. Perspektiivikuvasta on kuitenkin tapana puhua vain silloin, kun kaikki pisteet
sijaitsevat samalla puolella katoamistasoa. Jos projisoitavat pisteet sijaitsevat katoamis-
tason molemmin puolin, kuten pisteet P ja R kuvassa 2.2, kutsutaan niistä muodostettua
kuvaa keskusprojektiokuvaksi.
Kuva 2.2: Katoamistaso ! on kuvatason  suuntainen ja kulkee projektiokeskuksen K
kautta.
2.2 Suoran säilyminen keskusprojektiossa
Tarkastellaan seuraavaksi, millä tavoin kolmiulotteiseen euklidiseen avaruuteen E3 kuulu-
va suora l kuvautuu keskusprojektiossa. Tiedetään, että jos suora l kulkee katoamistasoa
! pitkin, sillä ei ole kuvaa keskusprojektiokuvauksessa, sillä yhtään sen pistettä ei voida
projisoida kuvatasoon . Rajoitetaan siis tarkastelu tilanteisiin, joissa suora l ei sijaitse
katoamistasossa !.
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Oletetaan ensin, että projisoitava suora l kulkee projektiokeskuksen K kautta. Tällöin
suora l leikkaa kuvatason  jossakin pisteessä lc. Valitaan sitten suoralta l jokin piste P .
Huomataan, että tämän mielivaltaisen pisteen P , P 2 l, ja projektiokeskuksen K kautta
kulkeva suora KP on itse asiassa suora l. Siis suora KP leikkaa kuvatason  pisteessä lc
kaikilla P 2 l. Tämä tarkoittaa sitä, että jos suora l kulkee projektiokeskuksen K kautta
ja l =2 !, niin sen projektiokuva keskusprojektiokuvauksessa on se piste lc, jossa l leikkaa
kuvatason . (Kuva 2.3.)
Kuva 2.3: Projektiokeskuksen K kautta kulkevan suoran l projektiokuva on piste lc.
Oletetaan sitten, että projisoitava suora l ei kulje projektiokeskuksenK kautta. Tällöin
avaruuteen E3 voidaan asettaa taso, jonka määräävät suora l ja projektiokeskusK ja jossa
kaikki projektiosäteet sijaitsevat. Tämä taso leikkaa kuvatason  jotakin suoraa s pitkin
(ks. kuvat 2.4 ja 2.5). Huomataan, että jos suora l on kuvatason  suuntainen, niin sen
projektiokuva lc on koko leikkaussuora s, koska tällöin jokainen leikkaussuoran s piste on
jonkin suoran l pisteen kuvapiste ja koska jokaisella suoran l pisteellä on tällöin kuvapiste
leikkaussuoralla s (kuva 2.4). Siis suora kuvautuu suoraksi keskusprojektiokuvauksessa,
jos projisoitava suora l on kuvatason  suuntainen eikä sijaitse katoamistasossa !.
Jos taas suora l ei ole kuvatason  suuntainen, leikkaussuoralta s löytyy yksi piste,
joka ei ole minkään suoran l pisteen kuvapiste. Tätä pistettä kutsutaan suoran l pakopis-
teeksi ja sitä merkitään yleensä kirjaimella F . Pakopiste F löytyy, kun projektiokeskuksen
K kautta asetetaan suoran l suuntainen suora lK , ja määritetään sen leikkauspiste ku-
vatason  kanssa. Huomataan, että mitä kauemmas projisoitava piste P siirtyy suoralla
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Kuva 2.4: Kuvatason  suuntaisen suoran l projektiokuva on koko leikkaussuora s.
Kuva 2.5: Suoran l projektiokuva lc, pakopiste F ja katoamispiste V .
8
l, sitä lähempää pistettä F sen projektiokuva P c löytyy ja sitä voimakkaammin projek-
tiosäde KP kääntyy suoran lK suuntaiseksi. On hyvä kuitenkin huomata, että suoran l
projektiokuva lc jatkuu pakopisteen F molemmin puolin. Voimme siis pakopistettä F lu-
kuunottamatta valita minkä tahansa suoran s pisteen tietäen, että se on jonkin suoran l
pisteen kuvapiste. (Kuva 2.5.)
Pakopisteen kaltainen piste löytyy myös suoralta l. Tätä pistettä kutsutaan katoamis-
pisteeksi ja sitä merkitään kirjaimella V . Katoamispiste V on se piste, jossa suora l leikkaa
katoamistason !. Kyseistä pistettä vastaava projektiosäde KV on kuvatason  suuntai-
nen, eli suoralla l ei ole projektiokuvaa katoamispisteessä V (ks. kuva 2.5). Kuten edellä
huomattiin, katoamispistettä ja pakopistettä ei ole olemassa silloin, kun projisoitava suora
on kuvatason  suuntainen.
Olemme nyt nähneet, että suora ei aina kuvaudu suoraksi keskusprojektiokuvaukses-
sa. Tämän lisäksi myös muut keskusprojektion säilymisominaisuudet vaikuttavat melko
heikoilta, sillä esimerkiksi suorien yhdensuuntaisuus ja jakosuhde eivät yleensä säily kes-
kusprojektiossa [1, ss. 24-27]. Tämä vaikuttaa suoraan mm. perspektiivikuvien tulkitta-
vuuteen, sillä perspektiivikuvan rinnalle tarvitaan usein jokin toinen projektiokuva tai eri
kuvakulmasta piirretty perspektiivikuva, jotta alkuperäisestä kohteesta voidaan muodos-
taa kattava ja mahdollisimman todenmukainen käsitys. Kuvataiteessa tästä ei ole haittaa,
sillä teoksen vaikuttavuus on usein sen todenmukaisuutta tärkeämpää, mutta esimerkiksi
tarkaksi rakennusohjeeksi yksittäinen perspektiivikuva ei yleensä riitä.
2.3 Perspektiivikuvan laskennalliset perusteet
Nyt kun keskusprojektiokuvauksen merkitys perspektiivikuvien muodostukselle on tehty
tunnetuksi, voimme siirtyä tarkastelemaan sen laskennallisia ominaisuuksia. Toisin sanoen
aion seuraavaksi esitellä tarvittavat vektorit ja laskukaavat, joiden avulla kolmiulotteisen
avaruuden kohteen perspektiivikuva voidaan määrittää [1, ss. 83-87]. Rajoitan selkeyden
vuoksi tarkasteluni vain yksittäisiin pisteisiin ja niiden perspektiivikuviin. Oleellisilta osil-
taan tilanne on sama myös silloin, kun määritetään perspektiivikuvaa moniulotteisemmal-
le kohteelle, mutta tällöin laskettavaa kertyy yleensä niin runsaasti, ettei siihen kannata
ryhtyä ilman tietokoneen apua.
Aloitetaan valitsemalla kolmiulotteisesta avaruudesta E3 jokin piste P , jonka pers-
pektiivikuvan kuvatasossa  haluamme määrittää. Kuvapisteen P c löytämiseksi meidän
täytyy tuntea pisteen P avaruuskoordinaatit jossakin tarkoituksenmukaisessa koordinaa-
tistossa. Tällöin voimme esittää pisteen P sen paikkavektorin
 !
OP avulla. Merkitään nyt
 !
OP = ~r:
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Tämän lisäksi meidän on löydettävä myös projektiokeskuksen K paikkavektori
  !
OK = ~c:
Tätä varten meidän on tunnettava pisteen K avaruuskoordinaatit samassa avaruuskoor-
dinaatistossa, johon sijoitimme pisteen P . Koska kuvataso  voi sijaita valitsemamme
avaruuskoordinaatiston akseleihin nähden vinossa, ei pelkkä projektiopisteen P c paikka-
vektori   !
OP c = ~rc
riitä osoittamaan kuvapisteen sijaintia kuvatasossa . Tästä syystä kuvatasolle täytyy
määritellä oma koordinaatisto. Koordinaatiston määrittelemiseksi tarvitsemme jonkin
kiinteän pisteen P0, P0 2 . Tämä on kuvatason origo ja sen paikkavektori on
  !
OP0 = ~r0:
Pelkkä origo P0 ei kuitenkaan yksin riitä, vaan sen lisäksi tarvitaan toisiaan vastaan koh-
tisuorassa olevat yksikkövektorit ~ex ja ~ey. Nämä valitaan yleensä siten, että koordinaatis-
tosta tulee oikeakätinen, mutta valinta voidaan tehdä myös toisinpäin. Oletan kuitenkin
jatkossa, että kuvatason koordinaatisto on oikeakätinen. Lopuksi tarvitsemme vielä kuva-
tason normaalin, josta käytetään merkintää ~n. (Kuva 2.6.)
Tason normaalista tiedetään, että se on aina kohtisuorassa itse tasoa vastaan, joten
myös kuvatason  normaali ~n on kohtisuorassa kuvatasoa  ja sen vektoreita vastaan.
Lisäksi tiedetään, että vektoreille ~a ja ~b pätee
~a ? ~b , ~a ~b = 0:
Tästä seuraa, että jos piste P sijaitsee kuvatasossa , niin sen paikkavektori ~r toteuttaa
yhtälön
~n  (~r   ~r0) = 0:
Sama pätee myös toisinpäin: jos jonkin pisteen P paikkavektori ~r toteuttaa yllä olevan
yhtälön, niin piste P sijaitsee kuvatasossa .
Oletetaan sitten, että tunnemme projektiokeskuksen K paikkavektorin ~c valitsemas-
samme avaruuskoordinaatistossa. Tällöin voimme sen avulla kirjoittaa minkä tahansa pro-
jektiopisteen P c paikkavektorin ~rc kuvan 2.7 mukaisesti muodossa
(2.1) ~rc = ~c+ t(~r   ~c):
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Kuva 2.6: Perspektiivikuvan laskemisessa tarvittavat vektorit.
Kuva 2.7: Projektiopisteen P c paikkavektoria ~rc voidaan merkitä ~rc = ~c+ t(~r   ~c).
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Tässä t 2 R on määritelty siten, että projektiopiste P c kuuluu kuvatasoon , ts. t on
sellainen kerroin, että paikkavektori ~rc toteuttaa kuvatason yhtälön
~n  (~rc   ~r0) = 0:
Kertoimen t ratkaisemiseksi sijoitetaan nyt tähän yhtälöön vektorin ~rc lauseke ja ratkais-
taan yhtälö. Saadaan
~n  (~rc   ~r0) = 0
, ~n  [~c+ t(~r   ~c)  ~r0] = 0
, ~n  ~c+ t~n  (~r   ~c)  ~n  ~r0 = 0
, t~n  (~r   ~c) + ~n  (~c  ~r0) = 0
, t~n  (~r   ~c) =  ~n  (~c  ~r0)
, t =  ~n  (~c  ~r0)
~n  (~r   ~c)
, t =  ~n  (~c  ~r0) ~n  (~c  ~r)
, t = ~n  (~c  ~r0)
~n  (~c  ~r) :
Tarkistetaan vielä, että nimittäjä ei ole nolla. Koska projektiokeskus K ei voi olla sama
piste kuin projisoitava piste P tiedetään, että ~c ~r 6= 0. Lisäksi huomataan, että vektorit
~n ja ~c ~r eivät ole kohtisuorassa toisiaan vastaan, sillä jos ~n ? (~c ~r), niin silloin pisteen
P täytyisi sijaita katoamistasossa, mikä ei ole mahdollista. Siis ~n  (~c  ~r) 6= 0; eli yhtälö
on hyvin määritelty.
Huomataan sitten, että voimme esittää projektiokeskuksen paikkavektorin ~c myös
muodossa
~c = ~r0 + (~c  ~r0);
kuten nähdään kuvasta 2.8. Tämä voidaan nyt sijoittaa yhtälöön (2.1) yhdessä t:n lausek-
keen kanssa. Saadaan
~rc = ~c+ t(~r   ~c)
= ~c+
~n  (~c  ~r0)
~n  (~c  ~r) (~r   ~c)
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= ~r0 + (~c  ~r0) + ~n  (~c  ~r0)
~n  (~c  ~r) (~r   ~c)
= ~r0 +
~n  (~c  ~r)
~n  (~c  ~r)(~c  ~r0) +
~n  (~c  ~r0)
~n  (~c  ~r) ( 1)(~c  ~r)
= ~r0 +
[~n  (~c  ~r)] (~c  ~r0)
~n  (~c  ~r)  
[~n  (~c  ~r0)] (~c  ~r)
~n  (~c  ~r)
= ~r0 +
[~n  (~c  ~r)] (~c  ~r0)  [~n  (~c  ~r0)] (~c  ~r)
~n  (~c  ~r)
= ~r0 +
~n [(~c  ~r0) (~c  ~r)]
~n  (~c  ~r) :
Viimeisessä välivaiheessa on hyödynnetty vektorikolmitulon kehityskaavaa, jonka mukaan
vektoreille ~a, ~b ja ~c pätee
(~a  ~c)~b  (~a ~b)~c = ~a (~b ~c);
missä  tarkoittaa vektorituloa. Vektorin ~rc yhtälön lopullinen muoto on siis
~rc = ~r0 +
~n [(~c  ~r0) (~c  ~r)]
~n  (~c  ~r) :
Kuva 2.8: Vektori ~c voidaan kirjoittaa muodossa ~c = ~r0 + (~c  ~r0).
Nyt, jos termi ~r0 siirretään yhtälömerkin vasemmalle puolelle, saadaan vektori ~rc ~r0,
jolle pätee
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(2.2) ~rc   ~r0 = ~n [(~c  ~r0) (~c  ~r)]
~n  (~c  ~r) :
Kyseinen vektori alkaa kuvatason  origosta P0 ja päättyy projektiopisteeseen P
c (vrt.
kuvan 2.8 vektoriin ~c  ~r0). Koska molemmat pisteet P0 ja P c sijaitsevat kuvatasossa ,
voidaan vektori ~rc   ~r0 kirjoittaa myös muodossa
~rc   ~r0 = x~ex + y~ey:
Tässä kertoimet x ja y ovat projektiopisteen P
c koordinaatit kuvatason omassa koordi-
naatistossa ja vektorit ~ex ja ~ey ovat tämän koordinaatiston yksikkövektorit.
Nyt, vektoreiden ~ex ja ~rc ~r0 avulla kerroin x voidaan kirjoittaa skalaaritulona muo-
dossa
x = ~ex  (~rc   ~r0):
Jos tähän sijoitetaan vektorille ~rc   ~r0 yhtälössä (2.2) saatu lauseke, saadaan yhtälö
x = ~ex  ~n [(~c  ~r0) (~c  ~r)]
~n  (~c  ~r) =
~ex  ~n [(~c  ~r0) (~c  ~r)]
~n  (~c  ~r) :
Koska skalaarikolmitulon laskusääntöjen mukaan skalaaritulon ja vektoritulon paikkaa
voidaan vaihtaa kunhan termien järjestystä ei muuteta, saa edellinen yhtälö muodon
(2.3) x =
~ex  ~n  [(~c  ~r0) (~c  ~r)]
~n  (~c  ~r) :
Samalla tavalla voidaan kertoimelle y kirjoittaa yhtälö
(2.4) y = ~ey  (~rc   ~r0) = ~ey  ~n  [(~c  ~r0) (~c  ~r)]
~n  (~c  ~r) :
Nyt, koska alussa valitsimme, että kuvatason koordinaatisto on oikeakätinen, vektoritu-
loille ~ex  ~n ja ~ey  ~n pätee
~ex  ~n =  ~ey ja ~ey  ~n = ~ex:
Tällöin kertoimille x ja y saadut yhtälöt (2.3) ja (2.4) voidaan sieventää lopullisiin
muotoihinsa siten, että
x =  ~ey  [(~c  ~r0) (~c  ~r)]
~n  (~c  ~r)
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ja
y =
~ex  [(~c  ~r0) (~c  ~r)]
~n  (~c  ~r) :
Nämä ovat nyt ne koordinaatit, joiden avulla yksittäisen pisteen P kuvapisteen P c sijain-
ti kuvatasossa  voidaan määrittää. Esimerkki tällaisesta laskusta löytyy Simo Kivelän
kirjan luvusta 6 [1, ss. 86-87].
Kuten edellä johdetuista yhtälöistä nähdään, on kyseessä melko työläs lasku etenkin
jos määritettäviä kuvapisteitä on useita. Muodoltaan epäsäännöllisten kohteiden perspek-
tiivikuvia laadittaessa tällaiset tarkat laskelmat ovat kuitenkin tarpeen, joskin nykyään
ne on tapana jättää tietokoneiden laskettaviksi. Kuvataiteessa näitä laskelmia ei tehdä
yleensä ollenkaan edes realistisen taiteen parissa, vaan kuvat piirretään muilla keinoin
- usein täysin silmämääräisesti taiteilijan omaan arviointikykyyn luottaen. Nämä samat
perspektiivin periaatteet kuitenkin vaikuttavat myös tämän taiteilijan toiminnan taustal-
la. Perehtymällä perspektiivin matemaattisiin periaatteisiin tarkemmin taiteilija saa pa-
remman käsityksen siitä, mitä perspektiivillä tarkoitetaan ja miten se toimii käytännös-
sä. Tällöin hän voi myös hyödyntää perspektiiviä entistä laajemmin ja monipuolisemmin
omassa työssään.
Perspektiivin käytöstä taiteessa voisi kirjoittaa aivan oman lukunsa, mutta aion nyt
jättää aiheen ja siirtyä tutkielmassani eteenpäin. Seuraava luku käsittelee kultaista leik-
kausta ja Fibonaccin lukuja, jotka ovat keskeisessä roolissa myös tämän tutkielman vii-
meisessä luvussa, jossa suunnittelen matematiikkaa ja kuvataidetta yhdistelevän opetus-
kokonaisuuden.
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Luku 3
Kultainen leikkaus ja Fibonaccin luvut
Kultainen leikkaus on kiinnostanut eri alojen osaajia jo antiikin Kreikan ajoista lähtien
ja siihen liitetään vielä nykyäänkin monia ominaisuuksia ja uskomuksia, joista osa liikkuu
enemmän mystiikan kuin tieteen puolella. Kultaisia nelikulmioita ja spiraaleja etsitään
milloin muinaisesta arkkitehtuurista ja taiteesta, milloin kotiloiden kuorista ja galaksien
muodoista aina ihmisen DNA:han asti. Kirjallisuutta aiheesta löytyy runsaasti, mutta se
on tasoltaan hyvin vaihtelevaa, ja esimerkiksi tiukan tieteellistä teosta kaipaavan voi olla
vaikea löytää haluamaansa. Tämä ei kuitenkaan tarkoita, että kaikki kultaista leikkausta
ja Fibonaccin lukuja käsittelevät kirjoitukset olisivat epätieteellisiä. Sekä kultainen leik-
kaus että Fibonaccin luvut ovat matemaattisilta ominaisuuksiltaan monipuolisia ja niillä
on tärkeitä sovelluksia esimerkiksi ohjelmoinnin puolella. Niiden matematiikkaa on myös
helppo soveltaa opetuksen tarpeisiin, sillä se on yleensä helposti lähestyttävää ja sitä voi-
daan havainnollistaa monin eri tavoin. Käsittelen aihetta opetuksen näkökulmasta lisää
tämän tutkielman viidennessä luvussa ja siirryn nyt tarkastelemaan kultaisen leikkauksen
ja Fibonaccin lukujen matemaattisia ominaisuuksia. Käyn myös läpi joitakin niihin liitty-
vistä geometrisista konstruktioista ja lopuksi puhun kultaisen leikkauksen merkityksestä
taiteelle.
Runsaasta kirjallisuustarjonnasta lähteikseni valikoituivat Richard Dunlapin kirja The
Golden Ratio and Fibonacci Numbers [2] ja Alexey Stakhovin teos The Mathematics of
Harmony [3]. Molemmat kirjat ovat sisällöltään laajoja ja ne käyvät aiheensa läpi var-
sin perusteellisesti. Dunlapin teksti on näistä kahdesta jonkin verran tiiviimpää ja mate-
matiikkapainotteisempaa, kun taas Stakhovin teoksessa joutuu välillä tasapainoilemaan
tieteellisen ja epätieteellisen sisällön välillä.
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3.1 Kultainen leikkaus matematiikassa
Kultaisesta leikkauksesta puhuttaessa tarkoitetaan suhdetta, joka saadaan kun jana jae-
taan kahteen osaan niin, että janan pituuden suhde janan pidempään osaan on yhtä suuri
kuin pidemmän osan suhde janan lyhyempään osaan. Tätä suhdetta merkitään yleensä
kreikkalaisella kirjaimella  tai  . Sekä Dunlap että Stakhov käyttävät merkintää  , joten
käytän sitä selkeyden vuoksi myös itse.
Kultaisen leikkauksen arvo voidaan määrittää yksinkertaisella laskulla, josta löytyy
esimerkki myös Dunlapin kirjasta [2, ss. 11-12]. Oletetaan ensin, että ositettavan janan
pituus on 1 ja merkitään sitten pidemmän osan pituutta muuttujalla x. Lyhyemmän osan
pituus on tällöin 1   x (kuva 3.1). Dunlapilla nämä merkinnät ovat toisinpäin, mutta
muilta osin laskumme etenevät saman kaavan mukaan.
Kuva 3.1: Janan ositus pidempään osaan x ja lyhyempään osaan 1  x.
Koska janan pituuden suhde janan pidempään osaan x on yhtä suuri kuin janan pidemmän
osan suhde janan lyhyempään osaan 1  x, on meidän ensin ratkaistava yhtälö
1
x
=
x
1  x:
Huomataan heti, että yhtälön molemmat puolet ovat hyvin määriteltyjä, sillä janan osi-
tuksesta ei ole mielekästä puhua, jos x = 0 tai x = 1.
Nyt, kertomalla yhtälön molemmat puolet ensin oikean puolen nimittäjällä x, ja sitten
vasemman puolen nimittäjällä 1  x, saadaan yhtälö
1  x = x2;
joka termejä siirtämällä saadaan muotoon
x2 + x  1 = 0:
Toisen asteen yhtälön ratkaisukaavaa käyttämällä tästä saadaan
x =
 1p1  ( 4)
2
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, x =  1
p
5
2
:
Tämän yhtälön positiivinen ratkaisu on
x =
p
5  1
2
:
Nyt voimme laskea janan pituuden suhteen janan pidempään osaan, mikä on yhtä kuin
kultaisen leikkauksen arvo. Saadaan
 =
1
x
=
2p
5  1 =
2(
p
5 + 1)
(
p
5  1)(p5 + 1) =
2(
p
5 + 1)
4
=
1
2
(
p
5 + 1)  1; 61803:::
Jos suhde lasketaan toisin päin, saadaan  :n käänteisarvo
1

=
x
1
= x =
p
5  1
2
=
1
2
(
p
5  1)  0; 61803:::
On hyvä huomata, että kultaiselle leikkaukselle saatu arvo ja sen käänteisluku ovat irra-
tionaalilukuja, eli kumpaakaan niistä ei voida ilmaista muodossa
m
n
millään kokonaislu-
vuilla m ja n, n 6= 0: Edellä saatujen likiarvojen perusteella kultaiselle leikkaukselle ja sen
käänteisluvulle näyttäisi myös pätevän
(3.1)
1

=    1:
Tämä voidaan helposti tarkistaa laskemalla. Saadaan
1

=
p
5  1
2
=
p
5  1 + 1  1
2
=
p
5 + 1  2
2
=
p
5 + 1
2
  1 =    1:
Termejä siirtämällä yhtälö (3.1) saadaan muotoon
(3.2)  = 1 +
1

:
Stakhovilta [3, s. 10] mallia ottaen voimme nyt sijoittaa yhtälön oikealle puolelle  :n
paikalle lausekkeen 1 +
1

; jolloin saamme yhtälön
(3.3)  = 1 +
1
1 +
1

:
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Jos tätä jatketaan loputtomiin, saadaan päättymätön ketjumurtoluku
(3.4)  = 1 +
1
1 +
1
1 +
1
1 + :::
:
Kultaisen leikkauksen arvon esittäminen tällä tavoin voi tässä kohtaa näyttää vielä tar-
peettomalta kikkailulta. Sillä on kuitenkin tärkeä rooli myöhemmin Fibonaccin lukujen
yhteydessä, kun näytän millä tavoin Fibonaccin luvut ja kultainen leikkaus liittyvät toi-
siinsa. Sitä ennen käsittelen lyhyesti ns. kultaisia monikulmioita ja niiden geometrista
konstruointia, sillä se on etenkin opetuksen kannalta hedelmällinen osa-alue kultaisen
leikkauksen matematiikassa. Kaikki seuraavaksi esittelemäni konstruktiot perustuvat ra-
kenteensa ja kuvituksensa osalta Stakhovin vastaaviin [3, ss. 6, 20-30].
3.2 Kultaiset monikulmiot
Tarkastellaan ensin, miten kultainen leikkaus voidaan konstruoida geometrisesti pelkän
harpin ja viivaimen avulla. Aloitetaan piirtämällä suorakulmainen kolmio ABC, jonka
sivujen pituuksille pätee jABj = 1 ja jACj = 1
2
(kuva 3.2).
Kuva 3.2: Kultaisen leikkauksen geometrinen konstruointi.
19
Tällöin Pythagoraan lauseen nojalla hypotenuusalle CB pätee
jCBj =
r
12 + (
1
2
)2 =
r
5
4
=
p
5
2
:
Piirretään sitten kolmion kärkeen pisteeseen C ympyrä, jonka säde on
rC = jACj = 1
2
:
Ympyrän kaari leikkaa kolmion ABC hypotenuusan CB pisteessä D siten, että saadaan
jana BD, jolle
jBDj = jCBj   jCDj =
p
5
2
  1
2
=
p
5  1
2
=
1

:
Piirretään sitten toinen ympyrä kolmion pisteeseen B siten, että ympyrän säde on
rB = jBDj = 1

:
Tämän ympyrän kaari leikkaa kolmion sivun AB pisteessä E. Nyt, koska jABj = 1 ja
jEBj = rB = 1

; saadaan janan AE pituudeksi
jAEj = 1  jEBj = 1  1

=
   1

:
Tämä voidaan yhtälön (3.1) avulla sieventää edelleen muotoon
jAEj = 1

 1

=
1
 2
:
Lasketaan sitten sivun AB suhde sen pidempään osaan EB. Saadaan
jABj
jEBj = 1 

1
= :
Vastaavasti janan EB suhde saman sivun lyhyempään osaan AE on
jEBj
jAEj =
1

 
2
1
=
 2

= :
Siis piste E jakaa kolmion ABC sivun AB kultaisen leikkauksen suhteessa. Tällä tavoin
voidaan kultainen leikkaus konstruoida geometrisesti varsin vaivattomasti. Konstruktios-
sa käytettyä kolmiota ABC ei kuitenkaan pidä sekoittaa ns. kultaiseen suorakulmaiseen
kolmioon, joka löytyy kuvasta 3.3.
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Kuva 3.3: Kultainen suorakulmainen kolmio.
Kultaiseksi suorakulmaiseksi kolmioksi kutsutaan kolmiota IJK, jonka sivujen pituuk-
sien suhde on  :
p
 : 1: Tällainen kolmio on suorakulmainen, sillä jos valitaan, että kol-
mion sivuille pätee jIJ j = p ja jIKj = 1; niin Pythagoraan lause antaa hypotenuusalle
KJ pituuden
jKJ j =
q
(
p
)2 + 12 =
p
 + 1:
Jos yhtälöä (3.2) muokataan kertomalla sen molemmat puolet kultaisen leikkauksen ar-
volla ; saadaan yhtälö
 2 =  + 1:
Tällöin kolmion IJK hypotenuusan pituudeksi tulee
jKJ j = p + 1 =
p
 2 = :
Kultaisen suorakulmaisen kolmion lisäksi on olemassa myös kultainen tasakylkinen
kolmio. Tällä tarkoitetaan tasakylkistä kolmiota, jonka huippukulma on 36 ja kantakul-
mat ovat kumpikin 72, sillä tällöin kolmion kummankin kyljen pituuden suhde sen kan-
nan pituuteen on  . Katsotaan seuraavaksi, miten tällainen kolmio voidaan konstruoida
geometrisesti.
Kultaisen tasakylkisen kolmion konstruointi aloitetaan piirtämällä jana AB ja jaka-
malla se kultaisen leikkauksen suhteessa siten, että janan pidempi osa jää osituksessa
samalle puolelle pisteen A kanssa. Tämän jälkeen piirretään ympyrä, jonka keskipiste on
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Kuva 3.4: Kultaisen tasakylkisen kolmion konstruointi harpin ja viivaimen avulla.
A ja jonka säde on jana AB. Tämän lisäksi piirretään vielä toinen ympyrä, jonka keskipiste
on janan AB jakopiste E ja jonka säde on jana AE: (Kuva 3.4.)
Valitaan nyt toinen näiden kahden ympyrän leikkauspisteistä, ja merkitään sitä kir-
jaimella F . Tällöin kolmio ABF on haluttu kultainen tasakylkinen kolmio, jolle pätee
jAEj = jEF j = jBF j ja
jABj
jBF j =
jAF j
jBF j = :
Tämä voidaan tarkistaa trigonometrian avulla.
Määritellään ensin tasakylkisen kolmion ABF kyljen pituudeksi jABj = jAF j = 1.
Koska piste E jakaa janan AB kultaisen leikkauksen suhteessa, saadaan pidemmän jako-
osan pituudeksi jAEj = 1

: Tämä on tällöin myös janan EF pituus, sillä janat AE ja EF
ovat saman ympyrän säteinä yhtä pitkiä. Merkitään sitten kirjaimella G pistettä, jossa
kulman \AEF puolittaja leikkaa sivun AF . (Kuva 3.5.)
Nyt, koska myös kolmio AEF on tasakylkinen, kulmanpuolittaja EG puolittaa sivun
AF , ts. jAGj = jGF j = 1
2
. Lisäksi se jakaa kolmion AEF kahdeksi suorakulmaiseksi
kolmioksi. Merkitään sitten kolmion ABF huippukulmaa \BAF kreikkalaisella kirjai-
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Kuva 3.5: Kulman \AEF puolittaja leikkaa sivun AF pisteessä G.
mella . Siis  = \BAF = \EAG: Kulman  suuruus voidaan nyt laskea kosinin avulla
yhtälöstä
cos =
jAGj
jAEj =
1
2
 
1
=

2
=
p
5 + 1
2
 1
2
=
p
5 + 1
4
:
Saadaan
 = cos 1
 p
5 + 1
4
!
= 36:
Kolmio ABF on tasakylkinen, joten sen kummankin kantakulman on nyt oltava 72:
Tällöin
\BFE = 72    = 36;
joten kolmiot ABF ja BFE ovat yhdenmuotoisia ja siten myös jBF j = jEF j = 1

. Nyt
jABj
jBF j =
jAF j
jBF j = 1 

1
= :
Siis konstruoimamme kolmio on pyydetty kultainen tasakylkinen kolmio.
Edellä kuvattujen kultaisten kolmioiden ohella tärkeimpiin kultaisiin monikulmioihin
lukeutuu ns. kultainen suorakulmio. Se voidaan määritellä usealla eri tavalla, mutta yleen-
sä sillä tarkoitetaan jotain suorakulmiota ABCD, jonka pitkän sivun AB suhde sen lyhyen
sivun BC pituuteen on  (kuva 3.6).
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Kuva 3.6: Kultainen suorakulmio.
Tarkastellaan esimerkiksi suorakulmiotaABCD, jonka sivujen pituuksille pätee jABj =
 ja jBCj = 1, jolloin selvästi
jABj
jBCj = :
Etsitään nyt suorakaiteen sivuilta AB ja DC sellaiset pisteet E ja F , että ne jakavat
kyseiset sivut kultaisen leikkauksen suhteessa.
Nyt jAEj = jDF j = 1 ja jEBj = jFCj =    1 = 1

, sillä tällöin
jABj
jAEj =
jDCj
jDF j = ;
ja
jAEj
jEBj =
jDF j
jFCj = :
Näin saadaan aikaan neliöAEFD ja pienempi suorakulmioEBCF . SuorakulmiolleEBCF
pätee jBCj = 1 ja jEBj = 1

; jolloin
jBCj
jEBj = :
Siis suorakulmio EBCF on myös kultainen suorakulmio, ts. se voidaan jakaa neliöksi
GHCF ja pienemmäksi kultaiseksi suorakulmioksi EBHG, joka puolestaan voidaan
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Kuva 3.7: Kultainen spiraali. Taustalla heikosti näkyvä toinen spiraali on Fibonaccin
spiraali, joka on kultaisen spiraalin approksimaatio. [4]
Kuva 3.8: Kultaisen suorakulmion sisään piirretty logaritminen spiraali suppenee kohti
pistettä O.
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edelleen jakaa neliöksi ja kultaiseksi suorakulmioksi ja niin edelleen. Vastaavanlainen toi-
menpide voidaan tehdä myös esimerkiksi kultaiselle tasakylkiselle kolmiolle, jolloin saa-
daan ääretön määrä kultaisia tasakylkisiä kolmioita ja kuvan 3.5 tasakylkisen kolmion
AEF kanssa yhdenmuotoisia kolmioita.
Lopuksi sanon vielä muutaman sanan kultaisesta spiraalista. Kultaisen suorakulmion
sisään voidaan nimittäin piirtää spiraali, joka liittää suorakulmion sisään muodostuvat
neliöt toisiinsa niiden kärkien kautta (kuva 3.7). Tämä spiraali suppenee kohti pistettä
O, jonka sijainti voidaan määrittää geometrisesti piirtämällä kultaiselle suorakulmiolle
diagonaalit DB ja EC (kuva 3.8). Piste O on tällöin näiden diagonaalien leikkauspiste
[2, s. 19][3, s. 20]. Tätä spiraalia kutsutaan kultaiseksi spiraaliksi ja se on logaritmisen
spiraalin yksi erikoistapaus. Kultaisen leikkauksen geometrisista esiintymismuodoista juuri
tämä on herättänyt eniten kiinnostusta myös epätieteellisissä piireissä. Tähän liittyen
olisikin hyvä pitää mielessä, että jokainen luonnossa esiintyvä spiraali ei ole kultainen
spiraali tai edes sen approksimaatio samoin kuin jokainen suorakulmiokaan ei ole kultainen
suorakulmio.
3.3 Fibonaccin luvut
Fibonaccin lukujono on ensimmäinen tunnettu rekursiivisesti määritelty lukujono. Se on
määritelty siten, että
Fn = Fn 1 + Fn 2;
ts. lukujonon seuraavan luvun arvo riippuu aina lukujonon kahdesta edellisestä arvos-
ta. On huomattava, että rekursiivisesti määritellyn lukujonon arvot riippuvat myös sille
annetusta alkuarvosta, josta laskeminen aloitetaan [3, s. 64]. Fibonaccin lukujonon ta-
pauksessa alkuarvoja on kaksi, ja yleensä ne ovat joko luvut 0 ja 1, tai 1 ja 1 riippuen
siitä, mistä kohtaa lukujonon halutaan alkavan. Siis, jos F1 = 0 ja F2 = 1, niin saadaan
lukujono
0; 1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; 21; 34; 55; 89; 144; :::
Jos taas F1 = 1 ja F2 = 1 niin saadaan lukujono
1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; 21; 34; 55; 89; 144; 233; :::
Fibonaccin lukujonon löysi noin 1200-luvulla italialainen matemaatikko Leonardo de
Pisa, jota kutsuttiin myös nimellä Fibonacci. Hän löysi luvut pohtiessaan ratkaisua ns.
kaniongelmaan [2, ss. 35-37], joka voidaan muotoilla seuraavasti:
Jos joka kuukausi jokaiselle täysikasvuiselle kaniparille syntyy yksi poikaspari, ja jos nä-
mä poikasparit kasvavat kuukauden aikana sukukypsiksi ja alkavat edelleen lisääntyä, niin
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kuinka monta kaniparia meillä on joitain kuukausia myöhemmin? Kanipareja on alkuti-
lanteessa vain yksi, ja niiden oletetaan olevan kuolemattomia.
Jokainen täysikasvuinen kanipari tuottaa siis yhden poikasparin kuukaudessa ja nämä
poikaset kasvavat sukukypsiksi seuraavaan kuukauteen mennessä. Jos nyt merkitsemme
poikasparien lukumäärää tunnuksella p ja täysikasvuisten kaniparien lukumäärää tunnuk-
sella K, saamme poikasparien lukumäärälle yhtälön
(3.5) pn+1 = Kn;
missä alaindeksi kertoo monesko kuukausi on kyseessä. Siis poikaspareja jossakin kuussa
n + 1 on aina yhtä monta kuin täysikasvuisia kanipareja edellisessä kuussa n. Täysikas-
vuisten kaniparien lukumäärä saadaan puolestaan laskemalla yhteen kaikki edellisen kuun
kaniparit, sillä kaikki edellisen kuun täysikasvuiset kaniparit ovat luonnollisesti pysyneet
täysikasvuisina ja kaikki poikasparit ovat ehtineet kasvaa täysikasvuisiksi (kuva 3.9). Täl-
löin saadaan yhtälö
(3.6) Kn+2 = Kn+1 + pn+1 = Kn+1 +Kn:
Kuva 3.9: Kaniparien lukumäärä ensimmäisten viiden kuukauden aikana. Yksi iso kani
vastaa yhtä täysikasvuista kaniparia, ja pieni kani vastaa yhtä poikasparia [2, s. 46].
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Täysikasvuisten kaniparien kokonaismäärä jossakin tietyssä kuussa n+ 2 saadaan siis
laskemalla yhteen kaikki kahden edellisen kuukauden täysikasvuiset kaniparit. Samalla
tavalla Fibonaccin lukujonon seuraavan luvun arvo saadaan laskemalla yhteen lukujonon
kaksi edellistä lukua. Yhtälöistä (3.5) ja (3.6) seuraa, että
pn+1 = Kn = Kn 1 +Kn 2;
eli myös poikasparien lukumäärä käyttäytyy Fibonaccin lukujonon tavoin, se vain on täy-
sikasvuisiin kanipareihin nähden kuukauden verran jäljessä. Nyt edelleen yhtälöiden (3.5)
ja (3.6) perusteella
Kn+2 + pn+2 = Kn+2 +Kn+1 = Kn+1 + pn+1 +Kn + pn;
joten myös kaniparien kokonaismäärä saadaan laskemalla yhteen kaniparien kokonais-
määrä kahden edellisen kuukauden aikana. Tätä voidaan havainnollistaa alla olevalla tau-
lukolla, johon on merkitty täysikasvuisten kaniparien ja poikasparien lukumäärät, sekä
kaniparien kokonoismäärät kahdentoista ensimmäisen kuukauden aikana (kuva 3.10).
Kuva 3.10: Poikasparien pn ja täysikasvuisten kaniparien Kn lukumäärät, sekä kaniparien
kokonaismäärä (pn +Kn) kahdentoista ensimmäisen kuukauden aikana.
Vaikka kaniongelman tehtävänannon kuvaus kanien lisääntymisestä ei vastaa juuri
lainkaan todellisuutta, Fibonacci löysi sen avulla matematiikan kehityksen kannalta ar-
vokkaan lukujonon. Fibonaccin luvut aloittivat rekursiivisesti määriteltyjen funktioiden
pitkän historian matematiikassa ja ne ovat tärkeä tutkimuskohde vielä tänäkin päivänä.
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Rekursiivisilla funktioilla on runsaasti käyttökohteita, sillä ne ovat tärkeitä mm. tietoko-
neohjelmoinnille ja lisäksi ne ovat kiinnostavia esimerkiksi matemaattisen logiikan kan-
nalta.
Nyt tiedämme, mitä Fibonaccin luvut ovat ja mistä ne tulevat, mutta mitä tekemistä
niillä on aiemmin käsittelemämme kultaisen leikkauksen kanssa? Kultaisen leikkauksen
ja Fibonaccin lukujen yhteys löytyy, kun Stakhovin esimerkkiä [3, ss. 74-75] noudattaen
muodostamme peräkkäisten Fibonaccin lukujen suhteista murtolukujonon
(3.7)
1
1
;
2
1
;
3
2
;
5
3
;
8
5
;
13
8
;
21
13
;
34
21
;
55
34
; :::
Jos lukujonon (3.7) ensimmäisten termien likiarvot lasketaan, saadaan
1
1
= 1;
2
1
= 2;
3
2
= 1; 5;
5
3
= 1; 666:::;
8
5
= 1; 6;
13
8
= 1; 625;
21
13
 1; 615;
34
21
 1; 619; 55
34
 1; 618; :::
Huomataan, että likiarvot näyttävät lähestyvän kultaisen leikkauksen arvoa mitä pidem-
mälle lukujonossa edetään. Palataan nyt yhtälössä (3.4) kultaiselle leikkaukselle saatuun
ketjumurtolukuesitykseen. Koska Fibonaccin luvuille pätee
(3.8) Fn = Fn 1 + Fn 2;
niin saadaan
(3.9)
Fn
Fn 1
=
Fn 1 + Fn 2
Fn 1
= 1 +
Fn 2
Fn 1
:
Siis lukujonon (3.7) termit voidaan kirjoittaa seuraavasti:
1
1
= 1;
2
1
= 1 +
1
1
;
3
2
= 1 +
1
2
= 1 +
1
1 +
1
1
;
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53
= 1 +
2
3
= 1 +
1
1 +
1
1 +
1
1
;
8
5
= 1 +
3
5
= 1 +
1
1 +
1
1 +
1
1 +
1
1
;
13
8
= 1 +
5
8
= 1 +
1
1 +
1
1 +
1
1 +
1
1 +
1
1
:
Huomataan, että nämä ovat itse asiassa päättymättömän ketjumurtoluvun (3.4) äärel-
lisiä approksimaatioita, ja jos prosessia jatketaan loputtomasti saadaan
lim
n!1
Fn
Fn 1
= 1 +
1
1 +
1
1 +
1
1 + :::
= :
Siis kun n kasvaa rajatta, kahden peräkkäisen Fibonaccin luvun suhde lähestyy kultaista
leikkausta, mikä luo vahvan yhteyden Fibonaccin lukujen ja kultaisen leikkauksen välille.
Tämä yhteys näkyy myös kun siirrytään tarkastelemaan Fibonaccin lukuihin liittyviä
geometrisia kuvioita.
Fibonaccin luvuilla on kaksi merkittävää geometrista esitystä, jotka löytyvät myös
Stakhovin kirjasta [3, ss. 95-96]. Nämä ovat Fibonaccin suorakulmio ja Fibonaccin spiraa-
li. Fibonaccin suorakulmion konstruktio aloitetaan piirtämällä neliö, jonka sivun pituus on
1. Seuraavaksi tämän neliön viereen piirretään toinen samankokoinen neliö. Saadaan suo-
rakaide, jonka sivujen suhde on 2 : 1. Tästä jatketaan piirtämällä tämän 2x1-suorakaiteen
pitkän sivun viereen 2x2-neliö, jolloin saadaan suorakaide, jonka sivujen suhde on 3 : 2.
Sitten tämän 3x2-suorakaiteen pitkän sivun viereen piirretään 3x3-neliö ja saadaan suora-
kaide, jonka sivujen suhde on 5 : 3. Näin jatkamalla saadaan aina uusi suorakaide, jonka
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sivujen suhde on Fn : Fn 1. Nyt, koska Fibonaccin lukujonon kahden peräkkäisen luvun
suhde lähestyy kultaista leikkausta n:n kasvaessa rajatta, lähestyy myös Fibonaccin suo-
rakulmio kasvaessaan kultaista suorakulmiota. (Kuva 3.11.)
Kuva 3.11: Fibonaccin suorakulmio.
Fibonaccin suorakulmiota konstruoitaessa on tärkeää kiinnittää huomiota neliöiden
sijoitteluun. Neliöt tulisi aina konstruoida niin, että ne muodostavat kasvavien neliöiden
jonon, joka kiertyy ensimmäisenä piirretyn neliön ympärille. Jos neliöt on sijoitettu väärin,
ei Fibonaccin spiraalia voida piirtää eikä kyseessä ole tällöin aito Fibonaccin suorakulmio.
Fibonaccin spiraali konstruoidaan yhdistämällä Fibonaccin suorakulmion muodostavat
neliöt toisiinsa neljännesympyrän kaarista koostuvalla käyrällä (kuva 3.12). Fibonaccin
spiraali ei tarkalleen ottaen ole spiraali sen matemaattisessa merkityksessä, mutta se on
erittäin hyvä approksimaatio kultaiselle spiraalille. Tämä näkyy etenkin kuvassa 3.7, jossa
Fibonaccin spiraali ja kultainen spiraali ovat niin lähellä toisiaan, että niitä on vaikea
erottaa toisistaan.
Kultaisen leikkauksen ja Fibonaccin lukujen ympärille on kehittynyt runsaasti epätie-
teellisiä uskomuksia ja ajatussuuntauksia, mutta sen ei saisi antaa syödä pohjaa niiden
matemaattisilta ominaisuuksilta, joista tässä tutkielmassa on esitelty vain muutama. Ma-
tematiikan opetusta ajatellen Fibonaccin lukujonoa voidaan käyttää muun muassa helpos-
ti ymmärrettävänä esimerkkinä rekursiivisesti määritellyistä lukujonoista tai funktioista.
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Kuva 3.12: Fibonaccin spiraali [4].
Sen arvot voidaan laskea melko pitkälle pelkästään kynän ja paperin avulla, toisin kuin esi-
merkiksi Ackermannin funktion tapauksessa, mikä tekee sen käyttäytymisen tarkastelusta
helpompaa. Lisäksi sen käyttäytymistä voidaan havainnollistaa useiden erilaisten visuaa-
listen esitysten avulla, jolloin se muuttuu oppilaiden kannalta konkreettisemmaksi ja usein
myös helpommin lähestyttäväksi. Myös kultaista leikkausta voidaan hyödyntää usein eri
tavoin matematiikan opetuskokonaisuuksia suunniteltaessa. Palaan tähän aiheeseen vielä
tämän tutkielman viidennessä luvussa, joka käsittelee matematiikan ja kuvataiteen yhdis-
tämistä opetuksessa. Sitä ajatellen esittelen nyt muutaman aiheeseen liittyvän tapauksen
kuvataiteen puolelta.
3.4 Kultainen leikkaus kuvataiteessa
Kultaisen leikkauksen merkitys taiteen historiassa ei ole aivan yksiselitteinen kysymys,
vaan siihen liittyy paljon ylitulkinnan vaaraa ja epävarmuutta. Tutkijat eivät aina ole yk-
simielisiä siitä, milloin taiteilija on hyödyntänyt sitä teoksissaan tarkoituksella ja milloin
kyse on vain sattumasta tai tulkitsijan tekemästä virheestä. Kultaisen leikkauksen ja tai-
teen yhteys ei kuitenkaan ole pelkkää vuosituhansia kestänyttä harhaa, vaan todellisiakin
esimerkkejä löytyy. Stakhovilla on näistä suhteellisen luotettavalta vaikuttava esitys [3,
ss. 40-48], jota hyödynnän myös tässä.
Kultaisen leikkauksen ja taiteen yhteinen historia sai alkunsa antiikin Kreikasta. Tältä
ajalta on lähtöisin ajatus, että kauneimpia ja täydellisimpiä muotoja ovat ne, jotka mit-
tasuhteiltaan perustuvat kultaiseen leikkaukseen. Muun muassa monet antiikin Kreikan
patsaat on yritetty tehdä mittasuhteiltaan täydellisen ihmisen mallikuviksi. Tällaisia ovat
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ainakin Polykleitoksen Keihäänkantaja ja Milon Venus (kuva 3.13), jotka on mitoitettu
niin, että patsaan napa jakaa patsaan pituuden suunnilleen kultaisen leikkauksen suhtees-
sa. Patsaista löytyy muitakin vastaavia jakosuhteita, ja lisäksi Polykleitoksen tiedetään
kirjoittaneen ihmisvartalon ideaalisista mittasuhteista opaskirjan, joka tunnetaan nimellä
Kanon.
Kuva 3.13: Polykleitoksen Keihäänkantaja (vas.) [5] ja Milon Venus (oik.) [6].
Antiikin ajan jälkeen kultainen leikkaus vietti jonkin aikaa hiljaiseloa, mutta renes-
sanssin aikana se koki uuden tulemisen, kun ihmiset kiinnostuivat jälleen antiikin ajan
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tieteestä ja kulttuurista. Kristinusko oli kuitenkin jättänyt jälkensä ihmisten ajatusmaa-
ilmaan, ja kultaisen leikkauksen ajateltiinkin nyt edustavan jumalan luomaa järjestystä
ja harmoniaa. Renessanssin ajan taiteessa kuvataan usein uskonnollisia aiheita ja kuvien
sommitteluun on kiinnitetty erityistä huomiota. Renessanssin taide onkin pullollaan esi-
merkkejä kultaisen leikkauksen ja kultaisten monikulmioiden käytöstä nimenomaan teos-
ten sommittelussa. Osaan näistä esimerkeistä kannattaa suhtautua varauksella, sillä kuvia
voidaan aina manipuloida ja ihmisen silmä on helposti harhaanjohdettavissa. Renessans-
sin taiteilijoiden joukossa on kuitenkin ainakin yksi mies, jonka kohdalla voidaan olla
suhteellisen varmoja, että hänen teoksissaan on tarkoituksellisesti hyödynnetty kultai-
sia mittasuhteita ja monikulmioita. Tämä mies on maailmankuulu taiteilija Leonardo da
Vinci. Hän oli aikansa moniosaaja, sillä hänet tunnetaan historiankirjoissa niin tieteili-
jänä, keksijänä, taiteilijana kuin matemaatikkonakin. Yksi meriitti hänen ansioluettelos-
saan on kirjan kuvitus, jonka hän teki vuonna 1509 julkaistuun Luca Pacciolin Divina
Proportioneen. Divina Proportione on ensimmäinen tunnettu kultaista leikkausta käsit-
televä kirja, mikä antaa hyvän syyn olettaa, että Leonardo da Vincin teoksista löytyvät
viittaukset kultaiseen leikkaukseen eivät ole pelkkää sattumaa.
Kenties tunnetuin Leonardo da Vincin teoksista on 1500-luvun alussa valmistunut
Mona Lisa, josta on vuosien saatossa esitetty lukuisia erilaisia tulkintoja. Stakhovin [3,
s.44-45] mukaan maalauksen päälle voidaan piirtää kaksi kultaista tasakylkistä kolmiota
kuvan 3.14 mukaisesti. Huomataan, että Mona Lisan asento näyttää mukailevan alempaa
kolmiota melko tarkasti. Kolmioiden yhteinen korkeusjana taas kulkee täsmälleen Mona
Lisan vasemman silmän poikki. Nyt, jos ylemmän kolmion kantakulmat puolitetaan, huo-
mataan että myös kulmien puolittajat leikkaavat toisensa Mona Lisan vasemman silmän
päällä. Stakhovin ajatus on, että tämä on Leonardo da Vincin tietoisesti valitsema teho-
keino täydellisen, harmonisen vaikutelman aikaansaamiseksi. Koska da Vincin tiedetään
osoittaneen kiinnostusta kultaisen leikkauksen matematiikkaa kohtaan, voi tämä hyvinkin
pitää paikkansa.
Tällaisia esityksiä lukiessa on kuitenkin hyvä muistaa, etteivät kuvan päälle konstruoi-
dut kultaiset monikulmiot ole välttämättä täsmällisiä, vaan usein ainoastaan hyviä ap-
proksimaatioita oikeista kultaisista monikulmioista. Tämä voi johtaa siihen, että täysin
sattumanvaraisetkin tilanteet voidaan tulkita suunnitelmalliseksi kultaisen leikkauksen
hyödyntämiseksi. Mona Lisasta esittelemäni tulkinnan kaltaisia tapauksia löytyy etenkin
renessanssin ajan taiteesta useita, ja kultaisesta leikkauksesta kiinnostunut lukija joutuu-
kin monesti tasapainoilemaan oikean ja väärän tiedon välillä. Tästä huolimatta kultainen
leikkaus elää taiteen historiassa eräänlaisena täydellisen harmonian ja kauneuden symbo-
lina, vaikka sen merkitys rajoja rikkovalle nykytaiteelle onkin varsin vähäistä.
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Kuva 3.14: Leonardo da Vincin Mona Lisa [7] ja sille tehty geometrinen analyysi.
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Luku 4
Escher ja hyperbolinen geometria
Tässä luvussa käsittelen lyhyesti hyperbolista geometriaa ja sen perusominaisuuksia. Ai-
heen laajuuden ja monimutkaisuuden vuoksi tarkasteluni jää melko pinnalliseksi ja tyy-
dyn lähinnä antamaan lukijalle jonkinasteisen käsityksen siitä, millä tavoin hyperbolinen
geometria poikkeaa euklidisesta geometriasta. Vaikka hyperbolinen geometria ei olekaan
varsinaista kuvataiteen matematiikkaa, on se silti erinomainen esimerkki matematiikan
havainnollistamisesta kuvataiteen keinoin. Tietoni hyperbolisesta geometriasta perustu-
vat pääasiassa Petteri Harjulehdon luentoihin, mutta käsittelen aihetta jonkin verran myös
hollantilaisen graakon M. C. Escherin kautta. Escheriä koskevasta materiaalista tärkeim-
mäksi lähteekseni nousi Math and the Art of M.C. Escher -sivusto [8], johon on koottu
lähes kaikki Escheristä ja hänen töistään saatavilla oleva tieto.
4.1 Hyperbolinen geometria
Usein geometriasta puhuttaessa tarkoitetaan euklidista geometriaa, sillä se sopii hyvin
yhteen arkiajattelumme kanssa. Olemme esimerkiksi tottuneet tarkoittamaan suoralla ni-
menomaan euklidista suoraa ja muunlainen ajattelu voi tuntua vieraalta tai jopa mahdot-
tomalta. Euklidisen geometrian perustan loi kreikkalainen matemaatikko Eukleides, joka
eli noin 300 vuotta ennen ajanlaskumme alkua. Hän kirjoitti aiheesta kattavan 13-osaisen
teoksen, joka suomeksi tunnetaan nimellä Alkeet [9]. Siinä Eukleides listaa suuren joukon
määritelmiä ja lauseita, joista euklidinen geometria muodostuu. Lauseiden todistukset pe-
rustuvat viiteen aksioomaan, joiden sisältö on seuraava:
(A1) Mitkä tahansa kaksi pistettä voidaan yhdistää janalla.
(A2) Jokainen jana voidaan jatkaa suoraksi.
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(A3) Minkä tahansa pisteiden P ja Q kautta voidaan piirtää ympyrä, jonka keskipiste
on P ja jonka kehä kulkee pisteen Q kautta.
(A4) Kaikki suorat kulmat ovat yhtä suuria.
(A5) Jos suora n leikkaa suorat l ja m siten, että näin muodostuvien sisäkulmien summa
on pienempi kuin kaksi suoraa kulmaa, niin l ja m leikkaavat toisensa sillä puolen suoraa
n, missä sisäkulmat ovat (kuva 4.1).
Kuva 4.1: (A5) Jos +  < 2R, niin suorat m ja l leikkaavat [9].
Viimeistä aksioomaa kutsutaan paralleeliaksioomaksi, ja käytännössä se sanoo, että jos
meillä on suora l ja piste P , P =2 l, voidaan pisteen P kautta piirtää yksi ja vain yk-
si suoran l kanssa yhdensuuntainen suora. Tämä Eukleideen paralleeliaksiooma aiheutti
paljon päänvaivaa menneiden aikojen matemaatikoille. Pitkään uskottiin, että se seuraisi
suoraan aksioomista (A1)-(A4), jolloin se olisi aksioomien luettelossa turhaan. Tätä yri-
tettiin todistaa tekemällä vastaoletus, jonka mukaan paralleeliaksiooma ei ole voimassa ja
johtamalla siitä ristiriita. Kaikki todistusyritykset epäonnistuivat ja käteen jäi vain vali-
koima omituisia seurauksia, jotka pätisivät jos paralleeliaksiooma ei olisi voimassa. Tästä
syystä moni matemaatikko katsoi tarpeelliseksi olettaa, että paralleeliaksiooma pätee ja
että se seuraa jollakin tavalla Eukleideen neljästä muusta aksioomasta. Todellisuudessa
paralleeliaksiooma on kuitenkin täysin riippumaton aksioomista (A1)-(A4).
Vasta 1800-luvulla löydettiin hyperbolinen geometria, joka eroaa euklidisesta geomet-
riasta nimenomaan paralleeliaksiooman osalta: euklidisessa geometriassa se on voimassa,
hyperbolisessa geometriassa ja muissa epäeuklidisissa geometrioissa ei. Tämä tarkoittaa,
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että hyperbolisessa geometriassa voidaan suoran l ulkopuolisen pisteen P kautta piirtää
useampi kuin yksi suoran l kanssa yhdensuuntainen suora. Tämä voidaan muotoilla hy-
perbolisen geometrian paralleeliaksioomaksi:
(HPA) On olemassa suora l ja piste P , P =2 l, siten että pisteen P kautta kulkee vä-
hintään kaksi suoran l kanssa yhdensuuntaista suoraa.
Hyperbolisen geometrian paralleeliaksiooman lisäksi hyperboliselle geometrialle on tun-
nusomaista, että esimerkiksi kolmion kulmien summa on aina pienempi kuin kaksi suoraa
kulmaa. Tämän todistaminen ei ole vaikeaa, mutta se on sen verran työlästä, että ohitan
sen tässä tutkielmassa. Todistuksen voi kuitenkin lukea esimerkiksi Harjulehdon luento-
muistiinpanoista, jotka ainakin tämän tutkielman tekohetkellä olivat nähtävillä verkossa
[10]. Vaikka euklidiseen geometriaan tottuneelle hyperbolisen geometrian ominaisuudet
voivat näyttää erikoisilta, on se silti täysin yhtenäinen ja toimiva geometrinen järjestel-
mä. Hyperbolinen geometria ei kuitenkaan ole ainoa epäeuklidinen geometrinen järjestel-
mä, vaan hyperbolisen geometrian paralleeliaksiooma voidaan korvata esimerkiksi toisella,
aivan päinvastaisella aksioomalla. Tällöin saadaan ns. elliptinen geometria, jossa yhden-
suuntaisia suoria ei ole lainkaan.
4.2 Poincarén kiekkomalli
Hyperbolinen geometria ei käsittele objekteja euklidisessa tasossa tai kolmiulotteisessa
avaruudessa, vaan eräänlaisella kaarevalla kaksiulotteisella pinnalla, jota kutsutaan hy-
perboliseksi avaruudeksi ja josta muotonsa vuoksi joskus käytetään nimitystä satulapin-
ta. Sitä voidaan havainnollistaa useilla eri malleilla, mutta yksi yleisimmin käytetyistä
hyperbolisen geometrian malleista on Poincarén kiekkomalli. [8]
Poincarén kiekkomallissa hyperbolinen avaruus on kuvattu n-ulotteisena kiekkona tai
pallona, joka yksinkertaisimmillaan voidaan määritellä siten, että
D = f(x; y) 2 R2 : x2 + y2 < 1g
on avoin yksikkökiekko, ja
S = f(x; y) 2 R2 : x2 + y2 = 1g
on sen reuna. Tällaisessa mallissa suoriksi määritellään kaikki kiekon D halkaisijat ja
sellaiset euklidisessa tasossa sijaitsevien ympyröiden osat, jotka kuuluvat joukkoon D ja
kohtaavat reunan S kohtisuorassa (kuva 4.2). Poincarén kiekkomallissa yhdensuuntaisuus
on määritelty siten, että suorat ovat yhdensuuntaisia, jos ne eivät leikkaa D:ssä, mutta
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Kuva 4.2: Suoria Poincarén kiekkomallissa.
niiden jatkeet kohtaavat reunalla S. Jos taas suorien jatkeet eivät kohtaa reunalla S,
suorien sanotaan olevan hyperyhdensuuntaisia.
Kuvaa 4.2 tarkastelemalla nähdään hyvin, miten hyperbolisen geometrian paralleeliak-
siooma toteutuu Poincarén kiekkomallissa, sillä kuvassa näkyvät pisteen P kautta piir-
retyt suorat ovat molemmat yhdensuuntaisia suoran l kanssa. Lisäksi huomataan, että
vaikka suorat m ja n ovat kumpikin yhdensuuntaisia suoran l kanssa, ne eivät kuiten-
kaan ole keskenään yhdensuuntaisia. Tämä johtuu siitä, että Eukleideen Alkeiden lause,
jonka mukaan mkn jos mkl ja nkl, ei ole voimassa, koska lauseen todistuksessa tarvitaan
paralleeliaksioomaa (A5). Siis hyperbolisessa geometriassa suorien m ja n ei tarvitse olla
keskenään yhdensuuntaisia, vaikka molemmat olisivat yhdensuuntaisia suoran l kanssa.
Tarkastellaan seuraavaksi, miltä maailma Poincarén kiekkomallin sisällä näyttää. Yk-
sinkertaisimmin tätä voidaan havainnollistaa kuvalla 4.3, jossa nähdään mitä tapahtuu,
kun tällaisen hyperbolisen maailman asukas lähtee kulkemaan kohti Poincaén kiekon reu-
naa. Asukas ei voi koskaan saavuttaa kiekon reunaa, mutta edetessään reunaa kohti sekä
asukas että hänen ottamansa askeleet näyttävät kutistuvan. Kyseessä on kuitenkin vain
paha vääristymä, ja omassa hyperbolisessa maailmassaan kiekon sisällä asukas, ja myös
hänen ottamansa askeleet, pysyvät koko ajan samankokoisina. Poincarén kiekon hyperbo-
lisen avaruuden suorista suurin osa näyttää ulospäin käyriltä, mutta kiekon asukkaille ne
näyttäytyvät suorina. Tällainen suora on kiekon sisäpuolisessa maailmassa myös lyhyin
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Kuva 4.3: Hyperbolisen maailman asukas eri etäisyyksillä kiekon reunasta.
reitti kahden pisteen välillä.[9]
Kuvataiteessa erilaisia hyperbolista geometriaa ja Poincarén kiekkomallia käsittele-
viä teoksia on alkanut ilmaantua runsaasti etenkin digitaalisen taiteen alettua kasvattaa
suosiotaan. Perinteisistä taiteilijoista aihe kiinnosti erityisesti hollantilaista graakkoa,
M. C. Escheriä (1898-1972), joka otti taiteeseensa runsaasti vaikutteita matematiikasta.
Escher tunnetaan mahdottomia asioita kuvaavien teostensa lisäksi myös taidokkaista mo-
saiikkigraikoistaan, joiden joukkoon mahtuu neljän graikkateoksen sarja, jonka teokset
kulkevat nimillä Ympyrä-limiteetti I-IV (Cirkellimiet I-IV ). Teoksista etenkin Ympyrä-
limiteetti I ja IV muistuttavat sommittelullisesti toisiaan, mutta aivan samanlaisia ne ei-
vät ole. Molempia voidaan kuitenkin käyttää ainakin summittaisena mallina siitä, miten
Poincarén kiekkomalli toteutuu käytännössä. Kummassakin teoksessa hahmot ympyrän
keskellä on piirretty suuremmiksi, kun reunoja kohti mentäessä hahmojen mittasuhteet
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vääristyvät ja koko pienenee. Kiekon sisäisessä maailmassa tällaisia vääristymiä ei kuiten-
kaan ole ja kiekon reunalla näkyvät pienen pienet hamot ovat yhtä suuria keskellä olevien
kanssa. Lisäksi etenkin teoksessa Ympyrä-limiteetti I hahmot on ryhmitelty siten, että ne
asettuvat melko tarkasti hyperbolisten suorien päälle. Näitä suoria pitkin hahmoilla on
lyhyin matka toistensa luo.
Ympyrä-limiteetti II on ulkoiselta ilmeeltään karkeampi, mutta hyperbolisen geomet-
rian idea on siinäkin havaittavissa. Ympyrä-limiteetti III puolestaan on ulkoisesti kahden
ensin mainitun kaltainen, mutta se poikkeaa niistä sommitelunsa osalta. Nopealla vilkai-
sulla se näyttää niiden tapaan hyvältä esimerkiltä Poincarén kiekkomallin soveltamisesta
taiteessa ja sen avulla voidaankin havainnollistaa sitä, miten hahmot näyttävät pienene-
vän ja vääristyvän kiekon reunoja kohti siirryttaessä. Hahmot on kuitenkin ryhmitelty eri
tavalla eivätkä ne asetu kiekon sisäisille hyperbolisille suorille. Tästä huolimatta Escher
on selvästi tavoitellut hyperbolisen geometrian tuntua myös tämän teoksen kohdalla. Te-
kijänoikeuslain epäselvyydestä johtuen en julkaise kuvia teoksista tässä, mutta ne kaikki
löytyvät esimerkiksi Escherin taiteelle omistetuilta verkkosivuilta [8]. Hakusanana kan-
nattaa käyttää teosten englannin kielisiä nimiä Circle limit I-IV.
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Luku 5
Matematiikan ja kuvataiteen
yhdistäminen opetuksessa
Matematiikan aiheet voivat joskus tuntua vaikeasti ymmärrettäviltä ja abstrakteilta. Niis-
tä voi olla vaikea saada kiinni ja opiskelumotivaatiota voi laskea myös se, että oppilas ei
ehkä tiedä riittävästi käytännön tilanteita, joihin opiskeltavia asioita voisi soveltaa. Kuva-
taiteen osittainenkin yhdistäminen toisi käyttöömme runsaasti havainnollistamiskeinoja
ja käytönnön sovellusmahdollisuuksia, joiden avulla oppilaiden innostusta ja mielenkiintoa
voitaisiin yrittää herätellä.
Opetukseen käytettävissä olevan ajan rajallisuus on ehkä suurin este matematiikan
käytännönläheisempään opetustapaan siirtymisessä. Tästä syystä seuraavaksi esittelemä-
ni matematiikkaa ja kuvataidetta yhdistelevä opetuskokonaisuus soveltuukin ehkä par-
haiten esimerkiksi peruskoulun valinnaisen kurssin tai jonkinlaisen matematiikkakerhon
käyttöön. Tavoitteeni on kuitenkin koostaa kokonaisuus pienemmistä osista niin, että niitä
voidaan hyödyntää erikseen myös opetussuunnitelman mukaisessa matematiikan opetuk-
sessa.
Valitsen opetuskokonaisuuteni lähtökohdaksi kultaisen leikkauksen ja Fibonaccin lu-
vut, sillä ne tarjoavat tähän tutkielmaan valikoituneista aiheista eniten sellaisia vaihtoeh-
toja, joita voidaan helposti soveltaa jo peruskoulun matematiikassa. Perspektiivin mate-
matiikka ja hyperbolinen geometria ovat aiheina sinänsä yhtä hyviä, mutta ne soveltuvat
sisältönsä puolesta ehkä paremmin lukiotason oppilaille.
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5.1 Kultainen leikkaus ja Fibonaccin luvut valinnaisena
kurssina
Jos suunnittelemani opetuskokonaisuus nähdään esimerkiksi matematiikan ja kuvatai-
teen yhteyttä käsittelevänä valinnaisena kurssina, on luonnollista lähteä liikkeelle kultai-
sen leikkauksen määritelmästä. Suhdelukujen ja niihin liittyvien laskutoimitusten ollessa
oppilaille jo ennestään tuttuja, tarjoaa kultainen leikkaus hyvän tilaisuuden niiden ker-
taukseen. Vastaavasti jos aihe on oppilaille vielä vieras, toimii kurssi hyvänä johdantona
asiaan. Jo tässä kohtaa opettaja voi ottaa asiaan visuaalisen lähestymistavan. Oppilaille
voi esimerkiksi näyttää eri tavoin ositettuja janoja ja niiden osien välisiä suhteita. Jos-
kus näitä suhteita voi olla helpompi hahmottaa suorakaiteiden kautta, sillä kuvasuhde
on monelle entuudestaan tuttu käsite esimerkiksi valokuvauksesta ja televisiosta. Tällöin
janoja tehokkaampana visualisointikeinona voisi toimia kultainen suorakaide yhdessä eri
muotoisten suorakaiteiden kanssa (kuva 5.1).
Kuva 5.1: Erilaisia suorakaiteita.
Koska kurssin tarkoitus on yhdistää kuvataiteen ja matematiikan opetusta, on täs-
sä kohtaa hyvä puhua myös kultaisen leikkauksen merkityksestä taiteessa. Jotta aiheesta
saataisiin mahdollisimman paljon irti, kannattaa asiaa pohjustaa esittelemällä kultaisen
suorakaiteen lisäksi myös muita kultaisia monikulmioita yhdessä kultaisen spiraalin kans-
sa. Käytettävissä olevan ajan määrästä riippuen niistä voidaan puhua enemmänkin, mutta
myös hyvin pinnallinen esittely riittänee tässä vaiheessa. Tämän jälkeen opettaja voi esi-
tellä muutaman kiinnostavan teoksen samalla kertoen, millä tavoin kultaisen leikkauksen
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vaikutus niissä näkyy. Esimerkkejä tällaisista teoksista on internetissä runsaasti, mutta
aiemmin painottamani lähdekriittisyys kannattaa pitää mielessä. Kuten jo luvussa 3 sa-
noin, jokainen luonnossa tai taiteessa esiintyvä monikulmio ei ole kultainen monikulmio
eikä jokainen spiraali ole kultainen spiraali. Tästä on hyvä keskustella myös oppilaiden
kanssa.
Nyt, oppilaiden tasosta ja kiinnostuksen kohteesta riippuen tästä voidaan edetä kah-
teen eri suuntaan. Matemaattisesti orientoituneiden oppilaiden kanssa en näe mitään es-
tettä sille, että jo peruskoulun valinnaisella kurssilla tutustuttaisiin muutaman yksinker-
taisen esimerkin avulla toisen asteen yhtälöiden ratkaisukaavaan. Tällöin voitaisiin rau-
hallisesti edeten johtaa kultaisen leikkauksen  ja sen käänteisluvun
1

arvot kuten tehtiin
luvussa 3. Tällöin päästäisiin käsiksi kultaisten monikulmioiden geometriseen konstruoin-
tiin ja voitaisiin toteuttaa tehtävä, jossa jokainen oppilas saisi kokeilla esimerkiksi kultai-
sen leikkauksen geometrista konstruointia omalle paperilleen. Tällaisen konstruktion idea
on, että tehtävä käsitellään vaihe vaiheelta opettajan johdolla siten, että jokaisen vaiheen
välissä mietitään yhdessä, mihin se perustuu ja mitä siitä seuraa. Erilaisten välivaihei-
den perustelu harjaannuttaa oppilaiden matemaattista ajattelua ja toimintatapoja. Sen
sijaan, että ratkaisut annetaan valmiina, joutuvat he miettimään, mihin heidän toimin-
tansa perustuu ja miksi saatu kuvio esittää juuri kultaista leikkausta. Jos aikaa riittää,
voidaan tehtävä toistaa myös muiden luvussa 3 esiteltyjen konstruointien kanssa.
Edellä kuvatun kaltaiset tehtävät soveltuisivat varmasti myös soveltaviksi harjoitus-
tehtäviksi esimerkiksi lukion geometrian kurssille. Minun varsinaiseksi kohderyhmäkseni
valikoituivat kuitenkin peruskoulun oppilaat, jolloin toisen asteen yhtälön ratkaisuukaa-
va saattaa olla osalle liian vaikea aihe. Tällöin kultaisen leikkauksen arvo voidaan antaa
oppilaille suoraan ns. ilmaiseksi, ja toteuttaa tehtävä muilta osin samaaan tapaan kuin
edellä.
Jos geometristen konstruointien tutkiminen ei tunnu oman oppilasryhmän kanssa mie-
lekkäältä, on toinen vaihtoehto siirtyä tarkastelemaan Fibonaccin lukuja. Opettaja voisi
esitellä oppilaille Fibonaccin kaniongelman, jonka jälkeen oppilaat voisivat pareittain tai
pienissä ryhmissä yrittää ratkaista, kuinka monta kania annettujen tietojen perusteella
olisi esimerkiksi seitsemän kuukauden kuluttua. Seuraavaksi, yksin tai yhdessä jatkaen,
oppilaat saisivat koota kanien lisääntymistä kuvaavan taulukon ja suunnitella kuvan, joka
heidän mielestään parhaiten havainnollistaa kaniparien lukumäärän kehitystä. Tehtävän
pitäisi harjoittaa oppilaiden kykyä siirtyä eri esitysmuotojen välillä ja lisäksi sanallisen
tehtävänannon havainnollistaminen kuvan tai taulukon avulla usein helpottaa ongelman
hahmottamista. Lopuksi oppilaiden luomia kuvallisia esityksia ja taulukoita voitaisiin tar-
kastella yhdessä ja pohtia, miten hyvin ne täyttävät tarkoituksensa.
Tämän jälkeen keskustelu voidaan luontevasti johtaa Fibonccin lukuihin ja siihen, mi-
ten ne liittyvät kultaiseen leikkaukseen. Oppilaita voisi pyytää miettimään, näkyykö hei-
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dän luomissaan taulukoissa jokin säännönmukaisuus, jonka avulla kaniparien lukumäärän
kehitystä voidaan ennustaa. Jos Fibonaccin luvut ovat jo tulleet tehtävän ratkaisun tai
sitä seuranneen keskustelun aikana esiin, voidaan siirtyä tutkimaan niiden suhdetta kultai-
seen leikkaukseen. Oppilaita voisi esimerkiksi pyytää laskemaan peräkkäisten Fibonaccin
lukujen suhteita ja kysyä, huomaavatko he niissä jotain erikoista. Toinen lähestymistapa
on tutkia asiaa kultaisen leikkauksen ketjumurtolukuesityksen kautta.
Kun yhteys Fibonaccin lukujen ja kultaisen leikkauksen välillä on selvitetty, on helppo
ottaa puheeksi Fibonaccin suorakaide ja Fibonaccin spiraali. Helpomman konstruoitavuu-
tensa vuoksi niiden piirtämisen pitäisi onnistua myös niiltä oppilailta, joiden kanssa kul-
taisten monikulmioiden geometrinen konstruointi ohitettiin. Idea on, että jokainen oppilas
saisi piirtää oman Fibonaccin suorakaiteensa ja sen sisällä kiertävän spiraalin. Kulmien
suoruuden varmistamiseksi ja tehtävän onnistumisen takaamiseksi voidaan viivaimen li-
säksi käyttää apuna myös valmiiksi ruudutettua paperia.
Kurssin loppuun olisi hyvä varata 3 tai 4 opetuskertaa taidepainotteista tehtävää var-
ten. Oppilaat saisivat suunnitella ja toteuttaa taideteoksen, jonka inspiraatio kumpuaa
kurssin aikana käsitellyistä aiheista. Oppilaat saisivat valintansa mukaan työskennellä jo-
ko yksin tai ryhmissä. Opettaja voisi etsiä malliksi joitain tehtävänantoon sopivia teoksia
ja antaa sopivaksi katsomiaan vihjeitä niin tekniikkaan kuin aiheeseenkin liittyen. Lopuk-
si valmiit työt voitaisiin koota yhteen keskustelua varten. Tämä tehtävä voidaan yhdistää
myös edellä annettuun tehtävään, jossa oppilaiden piti piirtää Fibonaccin suorakaide ja
spiraali. Tällöin heitä voisi ohjeistaa tekemään kuviosta mahdollisimman suuren ja tämän
jälkeen pyytää heitä värittämään tai kuvittamaan se mahdollisimman luovasti. Itse kanna-
tan kuitenkin näiden kahden tehtävän pitämistä erillään, jolloin oppilailla on vapaammat
kädet taideteostensa suhteen. Tällöin töiden valmistumista seuraavasta keskustelustakin
saadaan todennäköisesti enemmän irti.
5.2 Lopuksi
Ehdottamaani opetuskokonaisuutta ei ole kokeiltu käytännössä, mutta suunnittelin sen
parhaiden taitojeni mukaan kohderyhmänsä kiinnostuksia ja taitotasoa vastaavaksi. Fi-
bonaccin kaniongelma on esimerkki tehtävästä, jota voitaisiin mielestäni soveltaa käte-
västi myös opetussuunnitelman mukaisessa matematiikan opetuksessa, sillä se harjoittaa
niin ongelmanratkaisukykykä kuin eri esitysmuotojen käyttöäkin. Myös erilaiset geometri-
set konstruoinnit tarjoavat runsaasti materiaalia esimerkiksi matemaattisen todistamisen
harjoitteluun.
Yritin muotoilla opetuskokonaisuuteni tehtävänannot niin, että niitä voidaan helpos-
ti muokata erilaisiin opetustilanteisiin ja erilaisille kohderyhmille sopiviksi. Halusin myös
panostaa tehtävien monipuolisuuteen niin, että niistä saataisiin mahdollisimman paljon
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irti, mutta kuitenkin siten, että kurssista muodostuu yhtenäinen kokonaisuus. Ehdotuk-
seni kaltaisia opetuskokonaisuuksia voidaan kehittää helposti lähes mistä tahansa mate-
matiikkaa ja kuvataidetta yhdistävästä aiheesta, kunhan kohderyhmän taitotaso pidetään
mielessä. Tässä tutkielmassa näistä aiheista esiteltiin muutama, mutta mahdollisuuksia
on rajattomasti myös näiden aiheiden ulkopuolella.
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